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Sazˇetak
Od Galilejeve invarijantnosti Newtonove mehanike, preko bazˇdarne simetrije Max-
wellove teorije, Noetherinih teorema, Lorentzove invarijantnosti specijalne teorije
relativnosti, principa ekvivalentnosti opc´e teorije relativnosti prema bazˇdarnim si-
metrijama novih teorija unifikacije, simetrije igraju centralnu ulogu u istrazˇivanju
prirode. U ovom radu osvrnut c´emo se na medudjelovanje simetrija prostorvremena
te simetrija bazˇdarnih polja i polja materije u gravitacijskim teorijama. Nakon mate-
maticˇkog uvoda u simetrije, sustavno c´emo izlozˇiti dosadasˇnje znanje o nasljedivanju
simetrija skalarnih i linearnih elektromagnetskih polja, a zatim prikazati i najnovije
rezultate za nelinearna elektromagnetska polja. Sve pokazano stavit c´emo u kontekst
”no hair” teorema crnih rupa te elektromagnetskih potencijala, gdje se nasljedivanje
simetrije zahtjeva u pretpostavkama. Na kraju c´emo navesti neka rjesˇenja koja lome
nasljedivanje simetrije kako bismo naglasili vazˇnost klasifikacije uvjeta pod kojim si-
metrija nije nuzˇno nasljedena.
Kljucˇne rijecˇi: simetrije, invarijantnost, prostorvrijeme, polja, nasljedivanje
Symmetry Inheritance
Abstract
From the Galilean invariance of Newton’s mechanics, through gauge symmetries of
Maxwell’s theory, Noether’s theorems, Lorentz’s invariance of special relativity, the
principle of equivalence of general relativity, to gauge symmetries of the new unifi-
cation theories, symmetries have played a central role in the research of nature. In
this dissertation we will turn our attention to the interaction of spacetime symmetries
and gauge or matter field symmetries in gravitational theories. After a mathematical
introduction to symmetries, we will systematically present the sofar known results
on scalar and linear electromagnetic fields symmetry inheritance, and show the la-
test progress made for the nonlinear electromagnetic fields. Everything shown will
be put in context with no hair theorems for black holes and electromagnetic sca-
lar potentials, where the inheritance is implicitly assumed. Finally, we will specify
some solutions which do not inherit symmetries, to state the importance of making a
classification of symmetry-breaking solutions.
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Od samih zacˇetaka fizike simetrije igraju znacˇajnu ulogu u fizikalnim teorijama; vec´
su stari Grci bili fascinirani simetrijama objekata te ih pokusˇavali preslikati u struk-
turu prirode, Kepler je pomoc´u simetrije opisivao kretanja planeta, a Newton je Ga-
lilejevu invarijantnost ukljucˇio u svoje zakone mehanike. Takoder je i Maxwell u
svojim jednadzˇbama ujedinio Lorentzovu te bazˇdarnu invarijantnost.
Unatocˇ tome, pristup u kojem se simetrije promatraju kao primarno svojstvo pri-
rode iz kojeg potjecˇu dinamicˇki zakoni, prihvac´en je tek u 20. stoljec´u, kad je Einstein
iskoristio simetriju unutar Maxwellovih jednadzˇbi te simetriju prostorvremena kako
bi formirao specijalnu teoriju relativnosti. Deset godina kasnije principom ekvivalen-
cije – invarijantnosˇc´u zakona prirode na lokalne promjene koordinata – od specijalne
napravio je opc´u relativnost. Upravo tih godina u svoj razvoj krenula je i kvantna
mehanika, u kojoj su principi simetrije josˇ viˇse pokazali svoju fundamentalnu ulogu.
U klasicˇnoj mehanici simetriju mozˇemo najlaksˇe uocˇiti preko Hamiltonovog prin-





variramo izmedu krajnjih tocˇaka t1 i t2 kako bismo dobili ekstremalnu vrijednost koja
onda u sebi sadrzˇava jednadzˇbe gibanja. Transformaciju x(t)→ R[x(t)] koja ostavlja
akciju nepromijenjenom nazivamo simetrijom klasicˇnog sustava. Buduc´i da slijedi da
su jednadzˇbe gibanja takoder invarijantne na transformaciju, mozˇemo se posluzˇiti
simetrijom prilikom izvodenja novih rjesˇenja nekog sustava.
Josˇ znacˇajniji trag simetrije u prirodi je postojanje zakona ocˇuvanja. Prva koja je
otkrila poveznicu izmedu globalne kontinuirane simetrije i ocˇuvanosti neke velicˇine
bila je Emmy Noether 1918. U svom poznatom teoremu pokazala je da iz invarijant-
nosti zakona fizike na prostorne transformacije slijedi ocˇuvanost kolicˇine gibanja, iz
invarijantnosti na rotaciju ocˇuvanost kutne kolicˇine gibanja, a iz invarijantnosti na
vremenske translacije ocˇuvanje energije. Kljucˇno svojstvo simetrije koja cˇuva neku
velicˇinu je kontinuiranost, diskretne simetrije (vremenska inverzija ili prostorna re-
fleksija) ne impliciraju nikakve zakone ocˇuvanja.
Otkric´em kvantne teorije potreba za pozivanjem na principe invarijantnosti po-
kazala se neizbjezˇnom. Stanje nekog sustava opisano valnom funkcijom |Ψ〉 u Hil-
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bertovom prostoru nakon djelovanja linearnog operatora transformacije simetrije R
prebacˇeno je u novo stanje R |Ψ〉, a zbog principa superpozicije dopusˇteno stanje je i
njihova linearna kombinacija. Superpozicijom svih stanja povezanih rotacijom dobit
c´emo stanje |Φ〉 = ∑RR |Ψ〉 koje je rotacijski invarijantno, singletna reprezentacija
grupe rotacija. Jedan primjer takvog stanje je osnovno stanje atoma vodika.
Novi oblik simetrije koji se pokazao kljucˇan u kvantnoj mehanici, dotad nepoznat
u klasicˇnoj fizici, bila je zamjena identicˇnih cˇestica, koja je rijesˇila Gibbsov paradoks
u statisticˇkoj fizici. Ovisno o tome mijenja li valna funkcija cˇestice prilikom zamjenje
predznak ili ne, elementarne cˇestice klasificirane su kao fermioni ili kao bozoni, cˇija
je kvantna statistika medusobno razlika te im predvida razlicˇito ponasˇanje.
Osim globalnih simetrija, koje opisuju invarijantnost razlicˇitih fizikalnih situacija,
spomenimo i bazˇdarne simetrije, cˇijom se primjenom mijenja samo opis fizikalne
situacije, ali ne i cijela situacija. Bazˇdarne simetrije su se prvo pojavile u Maxwel-
lovoj elektrodinamici uvodenjem vektorskog potencijala Aµ, nakon transformacije
Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µφ(x) magnetsko i elektricˇno polje se ne mijenjaju te bazˇdarno
invarijantni vektorski potencijal u pocˇetku nije shvac´an kao fizikalna velicˇina. Uvode-
njem bazˇdarnih teorija u fundamentalnu fiziku zadnjih godina takav stav se promi-
jenio, bazˇdarna invarijantnost povlacˇi postojanje bazˇdarnih bozona povezanih s vek-
torskim potencijalom, koji prenose fundamentalne sile. Time su lokalne bazˇdarne
simetrije prevladale u modernoj fizici; sve globalne simetrije su se pokazale ili slom-
ljenima (parnost, vremenski obrat i simetrija naboja) ili priblizˇnima (simetrija nukle-
arne sile).
Iako se simetrija provlacˇi kroz prirodne zakone, vec´ina fizikalnih pojava pokaza-
telj je loma simetrije. Simetricˇni zakoni fizike spontano se lome pod asimetricˇnim
pocˇetnim uvjetima; Newtonove jednadzˇbe su rotacijski invarijantne, no odredena or-
bita planeta odabrana nekim pocˇetnim uvjetima nije. Suprotno tome, u kvantnoj
mehanici osnovno stanje cˇestice superpozicija je svih klasicˇno dopusˇtenih stanja te je
time translacijski invarijantno. U sustavima s beskonacˇno stupnjeva slobode moguc´a
je i asimetricˇna realizacija osnovnog stanja; sˇto se manifestira kod kristala, magne-
tizma, supravodljivosti itd.
Iz svega dosad navedenog jasno je da simetrije igraju bitnu ulogu u opisu prirode,
postavlja se samo pitanje koji je razlog sˇto u prirodi opazˇamo simetrije. Istrazˇivanjem
pojava na viˇsim energijama, sve viˇse simetrije izlazi na vidjelo, upravo one koja je na
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nizˇim energijama slomljena ili skrivena. Dakle, priroda na fundamentalnoj razini tezˇi
simetriji, te je upravo to smjernica u buduc´im istrazˇivanjima fundamentalnih zakona
fizike. [1]
U ovom diplomskom radu fokus c´emo usmjeriti prema simetrijama u gravitaciji
te poveznici izmedu simetrija prostorvremena i simetrija polja unutar njih.
3
2 Simetrije
Simetrija je transformacija koja cˇuva neku strukturu, a skup svih transformacija neke
strukture cˇini grupu. Ako za strukturu biramo prostorvrijeme, grupa koja nam je
potrebna u njegovom proucˇavanju je Liejeva grupa transformacija. Ona je ujedno i
diferencijabilna mnogostrukost na kojoj su grupne operacije glatke te nam je upravo
zbog toga od interesa (Dodatak A).
Pocˇnimo s opc´enitom definicijom prostora kao skupa X s funkcijom F : X → Y
na skup Y definiran na X [2].
Definicija 2.1. Kazˇemo da je funkcija F invarijantna na transformaciju g : X → X
ako vrijedi:
F (x) = F (gx), za sve x ∈ X (2.1)
gdje je gx ≡ g(x) lijevo djelovanje grupe G na X.
Kako bismo mogli definirati djelovanje grupe na neki skup, prisjetimo se prvo
pojma homomorfizma.
Definicija 2.2. Neka su (G, ∗) i (H, ·) grupe. Preslikavanje φ : G → H je homomorfi-
zam ako za svaki a, b ∈ G vrijedi:
φ(a ∗ b) = φ(a) · φ(b) (2.2)
Definirajmo josˇ grupu na skupu bijekcija s operacijom kompozicije:
Teorem 1. Ako je X neprazan skup, a Bij(X) skup svih bijekcija b : X → X, onda je
(Bij(X), ◦) grupa.
Djelovanje elemenata grupe na neki skup sad je moguc´e izrec´i kao:
Definicija 2.3. Neka je X neprazan skup i (G, ∗) grupa. Akcija grupe G na skup X je
homomorfizam α : (G, ∗)→ ((Bij(X)), ◦)
Djelovanje grupe na elemente g1, g2 ∈ G mozˇemo definirati slijeva:
φL(g1g2) = φL(g1) ◦ φL(g2) (2.3)
ili zdesna:
φR(g1g2) = φR(g2) ◦ φR(g1) (2.4)
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no buduc´i da je moguc´e za svaku akciju zdesna definirati jedinstvenu akciju slijeva,
uvijek biramo da je djelovanje grupe definirano slijeva. Vratimo se sad na Definiciju
2.1, iz koje slijedi teorem [2]:
Teorem 2. Skup svih transformacija od X na koje je F invarijantna cˇine grupu.
Dokaz. Pokazˇimo da svojstva transformacija od X zadovoljavaju grupna svojstva:
1) zatvorenost:
Ako je F invarijantna na g i h, onda po Definiciji 2.1 znamo F (x) = F (hx) za
sve x ∈ X i F (y) = F (gy) za sve y ∈ X. Funkcija F takoder c´e biti invarijantna na
kompoziciju djelovanja gh = g ◦ h; F (ghx) = F (g(hx)) = F (hx) = F (x).
2) identitet:
Ocˇito vrijedi F (x) = F (idx(x)),pa je F invarijantna na identitet idx
3) inverz:
Za transformaciju g postoji inverz g−1 takav da gg−1 = idx. Funkcija F je invari-
jantna na g−1 ako je i na g:
F (g−1x) = F (g(g−1x)) = F (x) (2.5)
Grupa transformacija na koju je skup funkcija F na X invarijantnan nazivamo
grupa simetrije.
Za grupu transformacija odabrat c´emo φt 1-parametarsku grupu difeomorfizama φt :
R×M →M . Provjerimo da zadovoljava svojstva iz Teorema 1. [32]:
1) za svaki t ∈ R preslikavanje φt : M →M je difeomorfizam
2) za svaki par s, t ∈ R vrijedi φs ◦ φt = φs+t
3)φ0 = idM
Pomoc´u 1-parametarske grupe difeomorfizama mozˇemo definirati Liejevu derivaciju







b1...bl − T a1...ak b1...bl
t
(2.6)
Xa je vektorsko polje pridruzˇeno φt preko vektora Xp ∈ TpM , tangentnih na orbitu
φt. Ako za funkciju F na prostorvremenu odaberemo metriku gab transformacija koja
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cˇuva duljinu zvat c´e se izometrija.
Pogledajmo sve dosad navedeno raspisano u koordinatnom zapisu te iz invarijant-
nosti tenzora metrike na transformacije izvedimo Killingovu jednadzˇbu [3].
Mozˇemo rec´i da je metrika invarijantna na transformaciju xa → x′a ako vrijedi
g′ab(y) = gab(y) za sve y
c (2.7)
to jest, ako je transformirana metrika g′ab(x
′) jednaka funkcija argumenta x′c kao i

















Promatrat c´emo sve velicˇine u (2.9) kao funkcije od x kao x′a = x′a(x) te pojednos-
tavniti situaciju tako da uzmemo u obzir poseban slucˇaj infinitezimalne koordinatne
transformacije:
xa → x′a = xa + Xa(x) (2.10)
gdje je  mali, a Xa vektorsko polje. Deriviranjem (2.10) po xb dobijemo:
∂x′a
∂xb
= δab + ∂bX
a (2.11)






e + Xe) (2.12)
= (δca + ∂aX
c)(δdb + ∂bX
d)[gcd(x) + X
e∂egcd(x) + ...] (2.13)




Zanemarimo li cˇlanove uz 2 vidimo da su prvi cˇlanovi s obje strane jednaki te da






b... − T c...b...∂cXa − ...+ T a...c...∂bXc + ... (2.15)
6





Iskoristimo cˇinjenicu da unutar Liejeve derivacije mozˇemo zamijeniti obicˇne deriva-
cije kovarijantnima:
£Xgab =X
c∇cgab + gad∇bXd + gbe∇aXe (2.17)









gdje se u drugom redu cˇlanovi uz Christoffelove simbole krate jer su im jedini indeksi
koji se razlikuju slijepi.
Buduc´i da smo za afinu koneksiju izabrali Christoffelov simbol, imamo:
∇cgab ≡ 0 (2.20)
te metrikom spustimo indekse vektorima pa konacˇno dobijemo uvjet za infinitezi-
malnu izometriju:
£Xgab = ∇bXa +∇aXb = 0 (2.21)
Dobili smo Killingovu jednadzˇbu cˇija su rjesˇenja Killingova vektorska polja Xa koja
generiraju infinitezimalnu izometriju, drugim rijecˇima, povlacˇenjem metrike po vek-
torskom polju Xa ona se ne mijenja.
Buduc´i da je moguc´e bilo koji konacˇnu kontinuiranu transformaciju prointegrirati po
beskonacˇnom nizu infinitezimalnih transformacija, dovoljno je promatrati samo infi-
nitezimalne transformacije.
Daljnjim diferenciranjem dobit c´emo uvjete: [4]
£ξR
a
bcd = 0 (2.22)
£ξR = 0 (2.23)
£ξ(∇a1 ...∇aNR) = 0, N = 1, 2, ... (2.24)
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3 Nasljedivanje simetrije
Prisjetimo li se nekih primjera bazˇdarnih polja ili polja materije navedenih u klasicˇnoj
literaturi, primjetit c´emo raznoliku ovisnost o koordinatama koja ne slijedi nikakvo
pravilo. Buduc´i da je takvim primjerima podloga prostorvrijeme Minkowskog koje je
maksimalno simetricˇno, i bez racˇuna vidimo da nema govora o nasljedivanju sime-
trija. No, uvazˇimo li interakciju tih polja s prostorvremenom kojom ga modeliraju,
pitanje nasljedivanja simetrija s prostor vremena na neko polje slijedi intuitivno.
Uzmimo prostorvrijeme (M, gab,Π) koje se sastoji od Hausdorffove parakompak-
tne povezane D-dimenzionalne mnogostrukosti M , metrike gab Lorentzovog tipa i
polja Π. Pretpostavimo da vrijedi (2.23), pa ako iz toga slijedi:
£ξΠ = 0 (3.1)
kazˇemo da polje Π nasljeduje tu simetriju. Nasljedivanje simetrije ne slijedi nuzˇno,
vec´ ovisi o prirodi polja i vrsti simetije. [6]
U ovom radu dotaknut c´emo se nasljedivanja simetrije realnih i kompleksnih ska-
larnih polja te elektromagnetskog polja. Znacˇaj samog nasljedivanja za skalarna polja
vidjet c´emo kod ”no hair” teorema crnih rupa, koji nam govore da stacionarne kon-
figuracije konacˇnog stanja crnih rupa ne mogu imati nikakve parametre osim mase,
naboja i angularnog momenta. Dakle, sva polja (kosa) u okolini iˇscˇezavaju. No, do-
kaz o nepostojanju kose crnih rupa slijedi samo uz presˇutnu pretpostavku da skalarno
polje koje promatramo nasljeduje odredenu simetriju prostorvremena. Kao protupri-
mjer, nedavno je pronadena crna rupa koja dopusˇta kompleksno skalarno polje u
svojoj okolini upravo zbog nenasljedivanja simetrije tog polja [5]. Stoga je potrebno
provjeriti pod kojim uvjetima mozˇemo stvarno iznijeti tu pretpostavku.
Kod nasljedivanja simetrija elektromagnetskog polja poznat je rezultat:
£ξFab = f∗Fab (3.2)
gdje je f konstanta ako Fab nije svjetlosnog tipa. Za Fab svjetlosnog tipa s ponov-
ljenim glavnim svjetlosnim smjerom ka, f je odredena s f,[akb] = 0. Pretpostavka
o nasljedivanju simetrija elektromagnetskog polja koristi se u raznim teoremima je-
dinstvenosti crnih rupa [7], npr. jedinstvenost Reissner-Nordstro¨movog rjesˇenja, koju
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su pokazali Israel [8] i Mu¨ller zum Hagen [9]. Carter [10] je prilikom proucˇavanja
svojstava nabijenih rotirajuc´ih crnih rupa takoder unaprijed pretpostavio postojanje
dvaju Killingovih vektorskih polja koja cˇuvaju elektromagnetski tenzor. Zato je po-
trebno naglasiti da postoje i brojni primjeri polja koja ne nasljeduju simetriju [4],
jedan od kojih c´emo navesti u zadnjem poglavlju [30]. Buduc´i da (2.26) vrijedi
samo u D = 4 jer su jedino tamo Fab i ∗Fab obje 2-forme, novija istrazˇivanja su ori-
jentirana prema D 6= 4 te prema nelinearnim elektromagnetskim poljima.
3.1 Skalarna polja
Kako bismo promotrili nasljedivanje simetrija prostorvremena na skalarno polje, odre-
dimo prvo klasu prostorvremena na koju c´emo se orijentirati u nasˇim izvodima.
Pretpostavit c´emo da je gravitacijska jednadzˇba oblika:
Eab = 8piTab (3.3)
gdje je Eab polinom Riemannovih tenzora, koji mozˇe sadrzˇavati kovarijantne deriva-
cije i Levi-Civita tenzor, a Tab tenzor momenta i energije polja materije. Pretpostavit
c´emo da postoji barem jedan Killingov vektor ξa norme N = ξaξa te uvesti pokratu za
Liejevu derivaciju £ξψ ≡ ψ˙. Djelujemo li Liejevom derivacijom na (3.3) i iskoristimo
(2.25), £ξabc... = 0 i £ξ∇a = ∇a£ξ s lijeve strane c´emo dobiti nulu i vrijedit c´e:
£ξTab = 0 (3.4)
Primjenom dobivene jednadzˇbe na tenzore energije i momenta skalarnih polja dobit
c´emo informacije o nasljedivanju simetrije tih polja.
3.1.1 Realno skalarno polje
Navedimo prvo gustoc´u lagranzˇijana minimalno vezanog realnog skalarnog polja s
opc´enitim potencijalom V (ψ):
L = −1
2
(∇cψ∇cψ + V (ψ)) (3.5)
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Tab = − 2√−g
δSψ
δgab
= ∇aψ∇bψ − 1
2
(∇cψ∇cψ + V (ψ)) gab (3.7)












(∇aψ∇aψ)2 + D − 2
2
∇aψ∇aψV (ψ) + D
4
V (ψ)2 (3.9)
te preko njih izraziti V (ψ):
V (ψ) = −T
D
± D − 2
2D
√
DTabT ab − T 2
D − 1 (3.10)
Djelujemo li sad Liejevom derivacijom na (3.10) i iskoristimo (3.4) dobit c´emo:




Mozˇemo zakljucˇiti da je simetrija naslijedena u svim tocˇkama gdje vrijedi V ′(ψ) 6= 0.
Za slucˇaj V ′(ψ) = 0 moramo se posluzˇiti drukcˇijim pristupom; uvrstimo (3.8) u
(3.7):
Tab = ∇aψ∇bψ + T + 2V
D − 2 gab (3.12)
te kontrahiramo s ξb i iskoristimo definiciju £ξψ = ξb∇bψ:
Tabξ
b = ∇a£ξψ + T + 2V
D − 2 ξa (3.13)
Buduc´i da vrijedi £ξV (ψ) = ξa∂aV (ψ) = ξaV ′(ψ)∂aψ = 0, Liejevom derivacijom
(3.13) dobijemo:
0 = £ξ(Tabξ
b) = (£ξ£ξψ) + (£ξψ)∇a(£ξψ) (3.14)
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Dakle, vidimo da je £ξψ konstantno na orbitama od ξa, ako konstantu nazovemo
c, vrijedi £ξψ = c uz £ξc = 0. Uvrsˇtavanjem u (3.14) slijedi c∇ac = 0, tako da,
ako pretpostavimo c 6= 0, mora biti ∇ac = 0 u cijelom prostorvremenu. Ako je ∇ac
kontinuirana funkcija na nekom skupu Oξ, invarijantnom na translacije po ξa, c mora
biti konstanta na Oξ. [6]
3.1.2 Kompleksno skalarno polje
Promotrimo sad pod kojim uvjetima je simetrija naslijedena ako je skalarno polje
ψ kompleksno. Raspisat c´emo jednadzˇbe preko dvije parametrizacije; kartezijeve
ψ = ρ+ iσ i polarne ψ = Aeiα te vidjeti sˇto o naslijedivanju mozˇemo iz koje zakljucˇiti.
Naslijedivanje c´emo smatrati potpunim ako bude vrijedilo ρ˙ = σ˙ = 0 ili A˙ = α˙ = 0 ili
djelomicˇnim ako makar jedna od navedenih funkcija iˇscˇezne.
Gustoc´a lagranzˇijana kompleksnog polja glasi:
L = −1
2
(∇aψ(∇aψ)∗ + V (ψ∗ψ)) (3.16)
te koriˇstenjem formule (3.7) dobijemo tenzor momenta i energije:
Tab = ∇(aψ∇b)ψ∗ − 1
2
(∇cψ∇cψ∗ + V (ψ∗ψ)) gab (3.17)
Buduc´i da izrazi za TabT ab i T ispadnu komplicirani i nije moguc´e izraziti V (ψ∗ψ)
preko njih kao u prvom pristupu za realno skalarno polje, posluzˇit c´emo se drugim
pristupom i pojednostavniti izraz za Tab pomoc´u T . Polje ψ c´emo uvrstiti i u polarnom
i kartezijevom rastavu:
Tab = ∇aρ∇bρ+∇aσ∇bσ + T + V
D − 2 gab (3.18)
= ∇aA∇bA+ A2∇aα∇bα + T + V
D − 2 gab (3.19)
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Kontrakcijom jednadzˇbe (3.4) Killingovim vektorom ξa zbog £ξξ = [ξ, ξ] = 0 c´e
slijediti:
£ξ(Tabξ
a) = 0 (3.20)









Odaberimo prvo jednadzˇbu (3.18) u kartezijevom raspisu. Kontrahiramo li tenzor
momenta i energije vektorima ξa i ξb dobit c´emo:
Tabξ
aξb = ρ˙2 + σ˙2 +
T + V
D − 2N (3.23)
pa koriˇstenjem (3.21) imamo:
£ξ
(





Dakle, na orbitama ξa slijedi:
ρ˙2 + σ˙2 +
N
D − 2V = ν (3.25)
gdje je ν funkcija zadana s £ξν = 0. Dodatni uvjet koji c´emo morati nametnuti kako






vavb ≥ 0 (3.26)
i vrijedi za neki vektor va vremenskog tipa. Stoga na podrucˇju gdje je ξa vremenskog
tipa, koristec´i va = ξa mozˇemo zakljucˇiti ν ≥ 0.
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Ogranicˇimo se sad na maseni potencijal s masom skalarnog polja µ:
V = Vmass ≡ µ2ψ∗ψ = µ2(ρ2 + σ2) (3.27)
i D = 4 kako bi smo dobili konkretna rjesˇenja. Uvrsˇtavanjem u (3.25) dobivamo
diferencijalnu jednadzˇbu:
ρ˙2 + σ˙2 +
1
2
Nµ2(ρ2 + σ2) = ν (3.28)
Pretpostavit c´emo da je simetrija djelomicˇno naslijedena, npr. σ˙ = 0 na Oξ (analogno
bi bilo da smo pretpostavili ρ˙ = 0), te uvesti pokrate:
ρ˙2 + κρ2 = λ, κ =
1
2
Nµ2, λ = ν − κσ2 (3.29)
za koje vrijedi £ξκ = £ξλ = 0. Sva rjesˇenja ove linearne jednadzˇbe mozˇemo pronac´i
u Dodatku u [6], podijeljena su na linearna (tip I), oscilatorna (tip II) i eksponenci-
jalna (tip III). Jedino od tih rjesˇenja, koje je omedeno ili periodicˇko, a ne nasljeduje










Raspiˇsemo li (3.20) i uvrstimo (3.30) slijedi:




κ(ζ − ζ0)) + µ2ξ) = 0 (3.31)
gdje su s ≡ sin(√κ(ζ − ζ0)) i c ≡ cos(
√
κ(ζ − ζ0)). Kako ne bismo morali rjesˇavati
ovu jednadzˇbu posluzˇit c´emo se slijedec´om logikom; u tocˇkama gdje je c = 1 i s = 0
ili c = 0 i s = 1 vrijedi:
κ∇aλ = 0 i λ∇aκ = 0 (3.32)
Zbog λ 6= 0 6= κ, bar u jednoj tocˇki vrijedit c´e∇aλ = 0 i∇aκ = 0, a zbog konstantnosti
λ i κ te komutacije Liejeve i kovarijantne derivacije tvrdnju mozˇemo prosˇiriti iz te
tocˇke na orbite ξa te konacˇno na Oξ. Predznak konstante κ > 0 za rjesˇenje tipa II uz
N = 2κ/µ2 ukazuje da u slucˇaju slomljene simetrije ξa mora biti vektor vremenskog
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tipa konstantne norme. Takoder iz (3.22)
ξ[a∇b](ζ − ζ0) = 0 (3.33)
vidimo da ξa mora biti vektorsko polje ortogonalno na familiju hiperploha. Za line-
arno rjesˇenje s λ > 0 (tip I) mozˇe se izvesti analogan zakljucˇak.
Poopc´imo li analizu na ρ˙ 6= 0 i σ˙ 6= 0, moramo upotrijebiti neke druge pretpos-
tavke, npr. σ = bρ s b˙ = 0 kako bi olaksˇali rjesˇavanje jednadzˇbe:




gdje je κ = 1
2
Nµ2. Buduc´i da je b svugdje konstanta, tenzor momenta i energije
(3.17) mozˇemo pisati u obliku:
Tab = (1 + b
2)∇aρ∇bρ− 1
2
(1 + b2)(∇cρ∇cρ+ µ2ρ2)gab (3.35)




1 + b2 (3.36)
Dakle, mozˇemo posluzˇiti zakljucˇcima iz potpoglavlja 3.1.1, ρ˙ i σ˙ su nuzˇno svugdje
konstantni.
Polarna parametrizacija




A˙2 + A2α˙2 +
N




Ako funkciju unutar zagrada nazovemo λ, (£ξλ = 0) na Killingovim orbitama imat
c´emo diferencijalnu jednadzˇbu:
A˙2 + A2α˙2 +
N
D − 2V (A
2) = λ (3.38)
Upotrijebimo li uvjet (3.26) i argumente iz prosˇlog odlomka, vidjet c´emo da vrijedi
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λ ≥ 0 tamo gdje je ξa vremenskog tipa.
Pretpostavimo sad djelomicˇno naslijedenu simetriju A˙ = 0 na skupu Oξ. Uvrstimo li
taj uvjet u (3.38) te djelujemo na cijelu jednadzˇbu Liejevom derivacijom, vidjet c´emo




A˙∇bA+ A2α˙∇bα + T + V




Iz zadanih uvjeta ocˇito je da c´e prvi i trec´i cˇlan dati nulu, jedino c´e preostati:
A2α˙∇bα˙ = 0 (3.40)
Za polje ψ koje ne iˇscˇezava (A 6= 0) na Oξ mozˇemo zakljucˇiti da mu je derivacija faze
α˙ konstantna unutar Oξ. Poznat primjer ovakvog rjesˇenja koje ne nasljeduje simetriju
su skalarna polja oko bozonskih zvijezda.
U polarnoj parametrizaciji A i α ne pojavljuju se simetricˇno u jednadzˇbi (3.38)
pa moramo odvojeno promotriti slucˇaj α˙ = 0 na skupu Oξ, uz pretpostavke D = 4 i
V = µ2(ρ2 + σ2). Uz iste pokrate kao za kartezijevu parametrizaciju (3.29), iz (3.38)
dobivamo i isti tip diferencijalne jednadzˇbe:
A˙2 + κA2 = λ, κ =
1
2
Nµ2, λ = ν − κσ2 (3.41)
Rjesˇenje tipa I, s konstantnom fazom α i amplitudom A, poznato je vec´ kao Wyma-
novo rjesˇenje, a dotaknut c´emo ga se viˇse u posljednjem poglavlju. Osim njega, kao










uz konstantne κ > 0 i λ > 0 na nekom skupuOξ. Argumentima iz kartezijeve parame-
trizacije pokazujemo da rjesˇenje tipa II zahtjeva da je ξa Killingov vektor prostornog
tipa koji je ortogonalan na familiju hiperploha te konstantne norme na Oξ.
3.1.3 Stacionarni, staticˇni i osnosimetricˇni slucˇajevi
Pogledajmo konkretne primjere izometrija prostorvremena koje se cˇesto koriste u
istrazˇivanjima; stacionarno, staticˇno i osnosimetricˇno prostorvrijeme. Za stacionarno
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prostorvrijeme Killingov vektor oznacˇit c´emo s ka = (∂/∂t)a, a za osnosimetricˇno s
ma = (∂/∂ϕ)a. Pretpostavit c´emo da ma ima kompaktne orbite te da je prostornog
tipa (kako ne bi dosˇlo do toga da imamo zatvorene krivulje vremenskog tipa). Vektor
ka se mozˇe mijenjati iz vremenskog tipa u prostorni u slucˇaju prisustva ergopodrucˇja.
Naglasimo da je staticˇno prostorvrijeme poseban slucˇaj stacionarnog, u kojem za
vektor ka vrijedi da je ortogonalan na familiju ploha, tj. k[a∇bkc].
Primjenit c´emo sad zakljucˇke iz prosˇlog potpoglavlja na stacionarno prostorvri-
jeme, za pretpostavku £kA = 0 vidimo da povlacˇi da je £kα konstantno. U slucˇaju
da je domena vanjskih komunikacija strogo stacionarna kao na primjer kod staticˇkih
prostorvremena, vrijedi kaka < 0, sˇto znacˇi da je λ iz (3.41) manja od nule. Znamo
li da vrijedi £kα = 0 slijedit c´e ili potpuno nasljedivanje simetrije £kA = 0 ili dva
slucˇaja nenasljedivanja: rjesˇenje tipa I s parametrom t za µ = 0 ili rjesˇenje tipa III s
parametrom t za µ > 0.
Za osnosimetricˇno prostorvrijeme £mA = 0 takoder c´e povlacˇiti da je £mα kons-
tanta. Obrnuti slucˇaj gdje vec´ znamo da £mα = 0 ili c´e pokazati £mA = 0 ili c´emo
imati rjesˇenje koje ne nasljeduje simetriju. Buduc´i da je norma vektora mama > 0 to
rjesˇenje c´e biti tipa II za parametar ϕ uz µ > 0 za ma konstantne norme te ortogonal-
nosti na familiju hiperploha. Zbog kompaktnih orbita ma, neomedeno rjesˇenje tipa I
je iskljucˇeno. Analiza i za stacionarno i za osnosimetricˇno prostorvrijeme vrijedi jed-
nako u kartezijevoj parametrizaciji. Takoder, za svako rjesˇenje tipa II u stacionarnom
osnosimetricˇnom prostorvrijeme vrijedi £kA = 0 (£kρ = 0 ili £kσ = 0).
Ako je u prostorvremenu prisutna crna rupa, imamo na raspolaganju dodatni










Tenzor momenta i energije bezmasenog realnog skalarnog polja (3.7) kontrahiran
Killingovim vektorima ξa i ξb glasi:
Tabξ








gdje je N norma Killingovih vektora na Killingovom horizontu jednaka nuli, pa uz
(3.44) slijedi ψ˙ = 0, tj. simetrija je ocˇuvana u prisutnosti Killingovog horizonta.
Dakle, u staticˇnom prostorvremenu s Killingovim horizontom H[k] ili u stacionarno
simetricˇnom prostorvremenu s Killingovim horizontom H[ξ] (ξa = ka+ ΩHma) slijedi
£kψ = 0.
Za kompleksno polje tenzor momenta i energije c´e izgledati kao:
Tabξ
aξb = ρ˙2 + σ˙2 +
T + V
D − 2N (3.46)
= A˙2 + A2α˙2 +
T + V
D − 2N (3.47)










Takoder, ako polje ψ ne iˇscˇezava na H[ξ] preko (3.48) £ξA = 0 automatski povlacˇi
£ξψ = 0. U bezmasenom slucˇaju iz £ξρ = 0 ili £ξσ = 0 slijedit c´e odmah £ξψ = 0.
Ako u stacionarnom prostorvremenu postoji rotirajuc´a crna rupa, postojat c´e i
podrucˇje oko horizonta gdje za stacionarni Killingov vektor vrijedi kaka > 0, tj. er-
gopodrucˇje E u kojoj je ka prostornog tipa. Dakle, zbog pozitivne norme vektora,
rjesˇenje koje ne nasljeduje simetriju u slucˇaju u kojem znamo £ξα = 0 (V = Vmass)
bit c´e tipa II, a ne tipa III. Za vektor ka vrijedit c´e zato da mora biti ortogonalan na
familjiu ploha, sˇto po definiciji cˇini staticˇno prostorvrijeme, u kojem se, po Vishve-
shwarinom teoremu [7], Killingov horizontH[k] i povrsˇina ergopodrucˇja poklapaju te
ergopodrucˇje ne postoji. Dakle, unutar ergopodrucˇja uz V = Vmass mora biti £kψ = 0
ako je makar jedna Liejeva derivacija £kα, £kρ ili £kσ jednaka nuli.
3.2 Elektromagnetsko polje
Medu prvim poljima za koja je potrebno bilo postaviti pitanje nasljedivanja simetrije
bilo je elektromagnetsko polje. Slucˇajevi koji ne naslijeduju simetriju odredeni su i
klasificirani formulom [4]:
£ξFab = f ∗ Fab (3.49)
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gdje je f konstanta za elektromagnetsko polje koje nije svjetlosnog tipa, dok je za
elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa s ponovljenim glavnim vektorom svjetlosnog
smjera ka funkcija f odredena s f,[akb] = 0. Simetrija je naslijedena za f = 0.
Dokaz navedene tvrdnje za polja koja nisu svjetlosnog tipa originalno je izveden
Rainichevim formalizmom [4](5.4), te je kasnije generaliziran na polja svjetlosnog
tipa. Buduc´i da su ti dokazi dosta nezgrapni, navest c´emo puno elegantniji dokaz
preko formalizma spinora [13](Dodatak B).
Zapiˇsimo prvo elektromagnetski tenzor Fab kao spinor:
Fab = FABA′B′ = −FBAB′A′ (3.50)
gdje smo u drugoj jednakosti zamjenom mjesta necrtanih i crtanih indeksa zasebno,




C′ = φBA (3.51)
definiramo spinorno polje φ kako bismo preko njega i simplekticˇke forme  (B.3)
izrazili elektromagnetski tenzor Fab i njegov dual ∗Fab:
Fab = ABφA′B′ + φABA′B′ (3.52)
∗Fab = i(ABφA′B′ − φABA′B′) (3.53)


















Uvjet da je Fab tenzor svjetlosnog tipa (FabF ab = Fab ∗ F ab = 0) preko φAB piˇsemo
kao:
φABφ
AB = 0 (3.56)
Pretpostavimo li gravitacijsku jednadzˇbu jednaku kao i u poglavlju 3.1 kod analize
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naslijedivanja simetrije skalarnih polja, centralna formula opet c´e nam biti (3.4):
£ξTab = £ξ(φABφA′B′) = 0 (3.57)












£ξφA′B′ = 0 (3.59)
Uvodenjem funkcije h kao kvocijenta precrtanih velicˇina, jasnije mozˇemo vidjeti pro-
porcionalnost:
£ξφAB = hφAB (3.60)
Vrijedit c´e naravno i:
£ξφAB = hφAB (3.61)
Vratimo sad dobiveni rezultat u (3.58):
hφABφA′B′ + φABhφA′B′ = 0 (3.62)
(h+ h)φABφA′B′ = 0 (3.63)
Iz zadnje jednakosti vidimo da zagrada (h+h) mora biti jednaka nuli, iz cˇega mozˇemo
zakljucˇiti da je funkcija h cˇisto imaginarna, h = −if .
Sad mozˇemo Liejevom derivacijom djelovati na elektromagnetski tenzor (3.52) pa
uvrstiti dobivene izraze (3.60) i (3.61)
£ξFab = AB£ξφAB + (£ξφAB)A′B′ (3.64)
= ifABφAB − ifφABA′B′ (3.65)
= f ∗ Fab (3.66)
Dobili smo izraz (3.49), te nam josˇ ostaje provjeriti svojstva funkcije f ovisno o vrsti
elektromagnetskog polja.
Pogledajmo prvo slucˇaj u kojem elektromagnetsko polje nije svjetlosnog tipa. Is-
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koristimo dobivenu jednadzˇbu i njen Hodgeov dual:
£ξFab = f ∗ Fab (3.67)
£ξ ∗ Fab = −fFab (3.68)
Djelujemo vanjskom derivacijom na ove dvije jednadzˇbe, te iskoristimo komutativ-
nost Liejeve i vanjske derivacije:
£ξdF = d(f ∗ F ) (3.69)
£ξd ∗ F = −d(fF ) (3.70)
Zbog Maxwellovih jednadzˇbi u vakuumu (dF = 0, d ∗ F = 0) lijeva strana iˇscˇezava,
a na desnoj vanjska derivacija djeluje samo na funkciju f te ju pretvara u vektor
X = df(Xa = ∇af):
0 = X ∧ ∗F (3.71)
0 = X ∧ F (3.72)
Ako djelujemo Hodgeovim dualom na obje jednadzˇbe, prepoznat c´emo jednakosti:




AA′FABA′B′ = 0 (3.74)
iX ∗ F = Xa ∗ Fab = XAA′ ∗ FABA′B′ = 0 (3.75)
Uvrstimo (3.52) i (3.53):
XAA
′
(ABφA′B′ + φABA′B′) = 0 (3.76)
XAA
′
i(ABφA′B′ − φABA′B′) = 0 (3.77)
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Zbroj ovih dviju jednadzˇbi daje:
XAA
′
φABA′B′ = 0 (3.78)




CD)AB = 0 (3.79)
(φCDφ
CD)XCB′ = 0 (3.80)
(φCDφ
CD)∇cf = 0 (3.81)
Buduc´i da promatramo slucˇaj gdje Fab nije svjetlosnog tipa, zagrada ne iˇscˇezava kao
(3.56) te je kovarijantna derivacija funkcije f , ∇cf = 0 jednaka nuli - pokazali smo
da je f konstantna.
Za elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa morat c´emo iskoristiti malo drukcˇiji
pristup. Mozˇemo napraviti dekompoziciju elektromagnetskog tenzora kao [15]:
−(X|X)F = X ∧ (−iXF ) + ∗(X ∧ (iX ∗ F )) (3.82)
te iz (3.74) i (3.75) vidimo da lijeva strana mora biti jednaka nuli. Ako Fab 6= 0,
slijedi da je (X|X) = 0, tj. da je X vektor svjetlosnog tipa.
Ukoliko je tenzor Fab svjetlosnog tipa, bit c´e i skalar φAB te ga prema (B.24) mozˇemo
rastaviti na univalentne spinore φAB = αAαB i preko njih zapisati (3.52):
FABA′B′ = αAαBA′B′ + αA′αB′AB (3.83)
Pomnozˇimo li cijelu jednadzˇbu s vektorom svjetlosnog tipa ka ≡ αAαB i iskoristimo
k2 = 0, slijedi:
Fabk
a = 0 (3.84)
Prema Petrovljevoj klasifikaciji Weylovog tenzora [16] ka je ponovljeni glavni vektor
svjetlosnog smjera. Iskoristimo sad jednadzˇbu (3.72) tako da je kontrahiramo s ka.
(k|X)F −XikF = 0 (3.85)
Drugi cˇlan iˇscˇezne zbog (3.74) te nam uz f 6= 0 preostaje k · X = 0. Imamo dva
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vektora svjetlosnog tipa ka i Xa (k2 = 0, X2 = 0) cˇiji je skalarni umnozˇak jednak nuli.
Opciju Xa = ∇af = 0 razradili smo vec´ u dijelu sa elektromagnetskim tenzorom koji
nije svjetlosnog tipa. Osim toga preostaje nam zakljucˇiti proporcionalnost ka i Xa,
ka = αXa, tj. k ∧X = 0. Ovaj izraz mozˇemo zapisati i kao f,[akb] = 0, kako bismo ga
prepoznali kao izraz s pocˇetka poglavlja koji smo i trebali dokazati.
3.3 Elektromagnetski skalarni potencijali
Iako se pitanje o naslijedivanju simetrija nekog polja samo po sebi mozˇe cˇiniti kao
elegantno i fundamentalno, ono se takoder implicitno postavlja u mnogim teore-
mima i definicijama. Jedan od primjera su elektromagnetski skalarni potencijali, koji
se koriste u nekim dokazima prvog zakona mehanike crnih rupa, kao i u dokazima
teorema jedinstvenosti crnih rupa, a za njihovo definiranje nuzˇno je naslijedivanje si-
metrije elektromagnetskog polja. Dakle, pretpostavimo da vrijedi £ξF = 0 i isto tako
£ξ ∗ F = 0. Elektricˇno i magnetsko polje definirani su za promatracˇa cˇetverobrzine
ua kao:
Ea = −iuF (3.86)
Ba = iu ∗ F (3.87)
U stacionarnim prostorvremenima stacionarnog promatracˇa s cˇetverobrzinom ua pro-
porcionalnom Killingovom vektoru ka + Ωma, gdje je Ω konstantna kutna brzina, nije
moguc´e postaviti postaviti na horizont. Killingov vektor na horizontu postaje svjetlos-
nog tipa te se ne mozˇe postic´i uvjet za normalizaciju brzine uaua = −1. Zato radije
uvodimo Ea i Ba kao kontrakciju elektromagnetskog tenzora s Killingovim vektorom
ξa:
Ea = −iξFab (3.88)
Ba = iξ ∗ Fab (3.89)
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Kako bismo mogli uvesti potencijale za elektricˇno i magnetsko polje, prvo, po Poin-
care´ovoj lemi, moramo pokazati da su ona zatvorene forme:
dE = −diξF = −£ξF + iξdF = 0 (3.90)
dB = diξ ∗ F = −£ξ ∗ F + iξd ∗ F = 0 (3.91)
U drugoj jednakosti koristili smo Maxwellove jednadzˇbe u vakuumu i naslijedenje
simetrije. Sad mozˇemo zapisati:
E = dΦ (3.92)
B = dΨ (3.93)
Za uvedene potencijale Φ i Ψ vidimo takoder da vrijedi:
£ξΦ = diξΦ + iξdΦ = −iξiξF = 0 (3.94)
£ξΨ = diξΨ + iξdΨ = iξiξ ∗ F = 0 (3.95)
te su oni konstantni na Killingovim orbitama.
Postoji viˇse dokaza ( [10], [22], [23]) koji konstantnost elektricˇnog i magnetskog
skalarnog potencijala prosˇiruju s Killingovih orbita na cijeli Killingov horizont H[ξ],
a medusobno se razlikuju po tome koriste li simetrije, jednadzˇbe polja ili bifurkaciju
horizonta.
3.4 Nelinearno elektromagnetsko polje
Potreba za alternativnim modelom elektrodinamike vucˇe svoje korijene iz nekonzis-
tentnosti Maxwellove elektrodinamike koja za vlastitu energiju tocˇkastih naboja daje
beskonacˇnost. Born i Infeld [17] [18] uveli su u pokusˇaju rjesˇavanja tog problema
modele nelinearnih elektromagnetskih polja, a kasnije su ti modeli iskoriˇsteni i kako
bi se regularizirale singularnosti crnih rupa [24] te kozmolosˇke singularnosti [25].
Nelinearnosti elektromagnetskih polja takoder se pojavljuju u kvantnim korekcijama
klasicˇne elektromagnetske interakcije [26].
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Zapiˇsimo opc´enitu gustoc´u lagranzˇijana elektromagnetskog polja kao:
L (F ,G ) (3.96)




, LG ≡ ∂L
∂G




Tenzor momenta i energije dobiven iz (3.96) glasi:
Tab = − 1
4pi
((LGG −L )gab + 4LFFacFbc) (3.98)
Lako se provjeri da se za LF = −1/4 i LG = 0 (3.98) svede na Maxwellov oblik
(3.54). Napiˇsimo josˇ poopc´ene Maxwellove jednadzˇbe:
dF = 0 (3.99)
d ∗ Z = 0 (3.100)
gdje je radi jednostavnosti uveden tenzor Zab:
Zab ≡ −4(LFFab +LG ∗ Fab) (3.101)
koji se za Maxwellov izbor derivacija LF = −1/4 i LG = 0 svede na klasicˇan slucˇaj
Fab.
Pokazˇimo prvo rezultat dobiven za D = 4, u tocˇkama otvorenog skupa O ⊆M na
mnogostrukosti M na kojem vrijedi LF 6= 0. Trag jednadzˇbe (3.98):
T = − 1
pi
(LFF +LGG −L ) (3.102)
te Maxwellov tenzor momenta i energije (3.54) uvrstimo u jednadzˇbu (3.98) kako
bismo dobili izraz:








ab ) = 0 (3.104)
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Sad mozˇemo iskoristiti dobro poznato rjesˇenje dokazano u potpoglavlju 3.1:
£ξF˜ab = α ∗ F˜ab (3.107)









LF ∗ Fab (3.108)
vidimo da cijelu jednadzˇbu mozˇemo podijeliti s 2
√
LF i dobiti konacˇan izraz:
£ξFab = α ∗ Fab + βFab (3.109)
a β smo uveli kao:
β = − 1
2LF
£ξLF (3.110)
Pretpostavimo li da vrijedi α = 0 te (3.109) kontrahiramo s F ab, dobit c´emo:
£ξF = 2βF (3.111)
Raspiˇsemo (3.110):
β = − 1
2LF
LFF£ξF (3.112)
i uvrstimo u (3.111) kako bismo dobili uvjet:
β(FLFF +LF ) = 0 (3.113)
i kojeg vidimo da je simetrija potpuno naslijedena, β = 0 ako (FLFF +LF ) 6= 0 i
α = 0.
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Pogledajmo sad restrikciju lagranzˇijana L = L (F ) te poopc´imo dimenzije pros-




(L gab − 4LFFacFbc) (3.114)
Liejeva derivacija traga od Tab jednaka je nuli:
0 = (4FLFF − (D − 4)LF )£ξF ≡ K (F )£ξF (3.115)
Definirajmo skup tocˇaka V ⊆ O u kojima vrijedi K (F ) 6= 0 ili koje su elementi
otvorenih skupova na kojima je konstantanF nula funkcijeK (F ). Dakle, sve tocˇke
u kojima imamo£ξF = 0 pripadaju u skupW = V¯ ∩O. Za te tocˇke mozˇemo pokazati
i:
£ξL = LF£ξF (3.116)
£ξLF = LFF£ξF (3.117)
Jedino ukoliko K (F ) = 0 za svaki F , iz jednadzˇbe (3.115) ne mozˇemo niˇsta
zakljucˇiti.
Opc´enito rjesˇenje slucˇaja K (F ) = 0 bit c´e:
L (F ) = AF
D
4 +B (3.118)
Konstatnu B mozˇemo zanemariti, buduc´i da ne stoji uz metriku pa u jednadzˇbama
polja dobivenim varijacijom doprinosi samo kozmolosˇkoj konstanti. Dakle, jedina
klasa lagranzˇijana za koje ne mozˇemo donijeti nikakve zakljucˇke o (3.115) jest:
L (F ) = AF
D
4 (3.119)
za koje akcija elektromagnetskog polja postaje konformalno invarijantna te tenzor
momenta i energije ima T = 0.
Iskoristimo li dobiveni uvjet £ξF = 0 uz (3.57), postavit c´emo ogranicˇenje na
svojstva nasljedivanja simetrija u dimenzijama D ≥ 2:
£ξ(FacFb
c) = 0 (3.120)
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Za opc´enito D ≥ 2 zasad ne znamo viˇse rec´i, no ogranicˇimo li se na D = 4 iz relacije
(3.117) vidimo da vrijedi β = 0. Kontrahiramo zatim (3.109) s F ab i dobijemo uvjet:
0 = £ξF = 2αG (3.121)
Dakle, ili c´e simetrija biti naslijedena (α = 0), ili vrijedi G = 0. Kontrakcijom (3.109)
s ∗F ab pak imamo:
£ξG = −2αF (3.122)
pa ako simetrija nije naslijedena (α 6= 0,G = 0), mora slijediti F = 0.
Konacˇno, mozˇemo rec´i da u cˇetiri dimenzije nelinearna elektromagnetska polja
koja nisu svjetlosnog tipa s lagranzˇijanom L = L (F ) moraju naslijediti simetrije
prostorvremena.
Naglasimo josˇ, da c´e za staticˇno prostorvrijeme nasˇa tvrdnja uvijek vrijediti, buduc´i
da u njemu elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa ne mozˇe postojati. Kako bismo
to dokazali, pribjec´i c´emo ponovno spinornom formalizmu.
U [7](Teorem 8.2) navedeno je da staticˇnost prostorvremena (ξ[a∇bξc] = 0) povlacˇi
Riccijevu staticˇnost (ξ[aRb]cξc = 0), a preko [19], vidimo da za ortogonalno tranzi-
tivne tenzore Eab iz staticˇnosti slijedi ξ[aT
(Max)
b]c ξ
c = 0 a time i:
ξ[aTb]cξ
c = 0 (3.123)





Kontrahiramo li Tab s ka = kAA
′ i iskoristimo (3.125) dobit c´emo:
φABφA′B′k
AA′ = fkBB′ (3.125)
gdje je f = TCAC′A′kAA








Ako je elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa φABφAB = 0, lijeva strana c´e iˇscˇeznuti
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te c´emo ostati s dvije opcije: ili f = 0 ili kBB′φBC = 0. U slucˇaju da je f = 0, vratimo
se u (3.126) te dobijemo:
φABφA′B′k
AA′ = 0 (3.127)
Vidimo da je to ekvivalentno slucˇaju kBB?φBC = 0 pomnozˇenom s φB′C′. Rastavimo
sad φAB = αAαB, uvrstimo u (3.127):
αAαA′αBαB′k
AA′ = 0 (3.128)
te prebacimo u vektorski zapis pomoc´u vektora svjetlosnog tipa la = αAαA′:
lalbk
a = 0 (3.129)
Dakle, ili je vektor lb nula te time i φAB = 0, sˇto znacˇi da elektromagnetski tenzor
iˇscˇezava, ili je skalarni umnozˇak laka jednak nuli. No, buduc´i da je ka vremenskog
tipa, njihov skalarni umnozˇak mozˇe biti jednak nuli jedino ukoliko je la = 0, sˇto nas
opet vrac´a na zakljucˇak da elektromagnetski tenzor svjetlosnog tipa nuzˇno iˇscˇezava
u staticˇnom prostorvremenu.
Nakon sˇto smo promotrili prostorvremena za D ≥ 4, obratimo pazˇnju na dvije
i tri dimenzije. Za lagranzˇijan oblika L = L (F ) u dvije dimenzije jednostavno se
pokazˇe da je simetrija naslijedena, dok je u tri dimenzije potrebno uvodenje dreinbein





(ν) = ηµν = diag(−1,+1,+1,+1) (3.130)
Elektromagnetski tenzor Fab rastavimo preko uvedene baze, kao i sumu FacFbc, te na-
kon sˇto povezˇemo matrice u dekompoziciji, djelovanjem (3.120) dokazujemo£ξFab =
0.
3.5 Kosa crnih rupa
Pored elektromagnetskih skalarnih potencijala, kao primjer gdje se koristi nasljedivanje
simetrija mozˇemo navesti i teoreme o kosi crnih rupa. Za crne rupe pretpostavljamo
da vrijedi sljedec´e: sve vanjˇstine stacionarnih, golih crnih rupa su Kerr-Newmanovog
tipa - jedina svojstva koja im mozˇemo pripisati su masa, naboj i angularni moment.
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Bekenstein je u svojim dokazima [20] [21] potvrdio da stacionarne crne rupe ne
mogu imati ni barionski ni strani broj. U ovom potpoglavlju navest c´emo dokaze
da staticˇna gola crna rupa ne mozˇe imati vanjsko klasicˇno maseno ili bezmaseno
skalarno polje, niti vanjsko klasicˇno maseno vektorsko polje.
Pretpostavimo prvo da je u okolini crne rupe postignuto stacionarno stanje, da
nema golih singulariteta te da je prostor vrijeme asimptotski ravno. Interakciju medu
poljima c´emo iskljucˇiti, osim minimalnog vezanja elektromagnetskog polja i proma-
trati pseudoskalarna i pseudovektorska polja.
Za simetriju prostorvremena uzet c´emo vrijeme, £x0gµν = 0, a stacionarni ho-
rizont opisat c´emo jednadzˇbom oblika F (xi) = 0. Dakle, normala na horizont
nµ = F,µ kao i element povrsˇine dSµ njoj proporcionalan nemaju vremensku kom-













√−gd4x te parcijalnim integriranjem mozˇemo jedan cˇlan preko Sto-






















gdje smo sumirali po poljima po odabiru, a γab je inducirana metrika na podmnogos-
trukosti. Granice prvog integrala su horizont, prostorna beskonacˇnost te vremenska












Ideja dokaza je pokazati da prvi integral iˇscˇezava, a da se u drugom podintegralna
funkcija sastoji od pozitivnih dijelova koji onda svaki za sebe moraju biti jednaki nuli.
U slucˇaju staticˇne crne rupe bµdSµ mozˇemo ogranicˇiti preko Schwarz-Cauchy-
Bunjakowski nejednakosti:
(gijdS
ibj)2 ≤ (gijdSidSj)(gnmbnbm) (3.134)
Buduc´i da je prvi cˇlan s desne strane na horizontu jednak nuli, preostaje nam za svako
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polje provjeriti omedenost sume bµbµ te b0 = 0. Za granicu integrala u beskonacˇnosti
mozˇe se iz jednadzˇbi polja vidjeti da ne doprinosi, jer za bezmasena polja bµ trne
kao 1/r3, a za masena polja eksponencijalno. Sˇto se ticˇe vremenske beskonacˇnosti,
normala nµ imat c´e samo vremenski dio, a buduc´i da c´emo pokazati b0 = 0 za svako
polje pojedinacˇno, suma bµdSµ bit c´e opet jednaka nuli. Nastavak dokaza raspisat za
pojedinacˇna polja.
3.5.1 Realno skalarno polje





Uvrsˇtavanjem u (3.131) dobijemo Klein-Gordonovu jednadzˇbu
ψ,µ
;µ −m2ψ = 0 (3.136)
Prema definiciji (3.133) bµ glasi bµ = −ψψ,µ te se tu pozivamo na nasljedivanje
vremenske simetrije polja ψ0 = 0 kako bismo se rijesˇili cˇlana b0. Omedenost bµbµ =
ψ2ψ,µψ
,µ na horizontu osigurat c´emo ako promotrimo tenzor momenta i energije:



























Iz argumenta da su fizikalni skalari T µνTµν i T omedeni na horizontu, slijedi da su




√−gd4x = 0 (3.140)
Iz pozitivne semidefinitnosti gij (dio s g00 koji je negativno semidefinitan iˇscˇezne
zbog ψ,0 = 0) vidimo da su oba cˇlana podintegralne funkcije pozitivna, te da moraju
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iˇscˇeznuti zasebno, dakle ψ = 0 – staticˇna crna rupa nema realnu skalarnu kosu.
3.5.2 Kompleksno skalarno polje
Prijedimo sad na nabijeno skalarno polje minimalno vezano na elektromagnetsko
polje vektorskog potencijala Aµ i tenzora F µν . Gustoc´a lagrangijana dana je s:
L = −(dαd∗α +m2ψψ∗)−
1
16pi
F µνFµν , dα = ψ,α − ieAαψ (3.141)




µ − ψ∗dµ) (3.142)
u staticˇnoj situaciji vrijedi takoder ji = 0 i j0,0 = 0. Raspisivanjem navedenih uvjeta
mozˇemo pokazati da uz ansatz ψ(xµ) = B(xµ)eiφ(xµ) za fazu φ(xµ) dobijemo da mora
biti oblika ωx0 + ψ uz realne ω i φ. Sad mozˇemo iskoristiti invarijantnost teorije na
bazˇdarne transformacije ψ → ψeieΛ i Aµ → Aµ + Λ,µ i uz Λ = −(ωx0 + φ)/e pretvoriti
ψ u realnu i vremenski neovisnu funkciju te zadrzˇati uvjete na Aµ. Izracˇunamo zatim
bµ = −(ψd∗µ + ψ∗dµ) pa iz ψ,0 = 0 i Ai = 0 vidimo da vrijedi b0 = 0, kao sˇto nam je i
potrebno, te da su bi realni. Kako bismo josˇ omedili sumu:
bµb
µ = ψψ∗(dµdµ + dµ∗d∗µ + 2d
µd∗µ) (3.143)
posluzˇit c´emo se tenzorom momenta i energije i njegovim fizikalnim skalarima T i





µdν − gµν(dαd∗α +m2ψψ∗) (3.144)
T = −2dµd∗µ − 4m2ψψ∗ (3.145)
TµνT










Iz posljednje dvije jednadzˇbe lako vidimo da cˇlanovi od interesa u (3.143), ψψ∗, dµdµ
i dµ∗d∗µ, moraju biti omedeni, a time i cijela (3.143).
Odaberemo li za polja po kojima sumiramo u (3.132)ψ i ψ∗, slijedi:
∫ [
gijψ




]√−gd4x = 0 (3.147)
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Prvi cˇlan je vec´i od nule kao sˇto smo vec´ kod realnog polja objasnili, no problem nam
predstavlja faktor g00 u drugom cˇlanu koji ga cˇini negativnim, te moramo pokazati
da vrijedi A0 = 0 kako bismo nastavili sa dokazom.
Prosumiramo li u (3.133) umjesto po skalarnim poljima po vektorskom potenci-
jalu, imamo izraz za bµ:
bµ = − 1
4pi
F µνAν (3.148)
Iz odabranog bazˇdarenja i antisimetricˇnosti elektromagnetskog tenzora odmah vi-















Faktor Fµ0F µ0 je fizikalni skalar te mora biti omeden, a A0A0 mozˇemo ogranicˇiti





−4e2g00(A0)2, j0 = −2e2A0ψ2, ji = 0 (3.150)
koji mora biti omeden. Raspisivanjem smo ogranicˇili g00(A0)
2 pa time i bµbµ. Sad







0iF 0j + 2eA0
2
ψ2
]√−gd4x = 0 (3.151)
Oba cˇlana u integralu su negativno definitna (zbog g00) te zasebno iˇscˇezavaju, dakle
A0 = 0. Ako se sad vratimo u (3.148), vidimo da je drugi cˇlan pozitivan te mora
vrijediti ψ = 0, dakle ne mozˇe postojati ni kompleksna skalarna kosa. U slucˇaju
neutralnog polja e = 0 vezat c´emo polje ψ za fiktivni skalarni potencijal Aµ koji nec´e
doprinositi fizikalnim velicˇinama, ali c´emo moc´i primjeniti gornji izvod.
3.5.3 Vektorsko polje
Pogledajmo josˇ maseno, neutralno, realno vektorsko polje Bµ reciprocˇne Compto-
nove valne duljine m > 0. Tenzor polja glasi:
Hµν = Bν,µ −Bµ,ν (3.152)
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te gustoc´a lagranzˇijana:







Jednadzˇbu gibanja dobivenu iz (3.131) nazivamo Proca jednadzˇba:
Hµν ;ν +m
2Bµ = 0 (3.154)
Iako je Hµν analogan elektromagnetskom tenzoru Fµν , polje Bµ je fizikalno pa nije
podlozˇno bazˇdarnim transformacijama kao i Aµ. Analogiju iz prosˇlog potpoglavlja
mozˇemo povuc´i i za racˇunanje bµ, koji onda iznosi bµ = −HµνBν/4pi te imamo bµbµ =
(F µνFµρ)(A
νAρ)/16pi
2. Kako bismo mogli dobiti potrebne uvjete za bµ, proucˇit c´emo
ponasˇanje Proca polja pod vremenskom inverzijom. Znamo da pod vremenskom
inverzijom za metriku vrijedi gij → gij,g00 → g00 i g0i → −g0i pa ako u (3.154)
s desne strane dodamo struju, zakljucˇujemo B0 → B0,Bi → −Bi te H0i → H0i i
H ij → −H ij. Buduc´i da se u staticˇkom prostorvremenu fizikalne velicˇine ne mijenjaju
pod vremenskom inverzijom, mora vrijediti Bi = 0 i H ij = 0. Sad vidimo da je b0 = 0,







√−gd4x = 0 (3.155)
Kao i u primjerima dosad, zakljucˇujemo da je B0 = 0, te uz Bi = 0 sˇto imamo iz
analize za vremensku inverziju, mozˇemo ukupno rec´i da vrijedi Bµ = 0.
Ako stavimo da vrijedim = 0, Bµ prestaje biti fizikalna velicˇina te postaje podlozˇno
bazˇdarnim transformacijama. Iz toga slijedi da ni bµbµ nije omedeno na horizontu te
da dokaz ne vrijedi. Buduc´i da znamo da postoji Reissner-Nordstro¨movo rjesˇenje
koje se sastoji od crne rupe s vanjskim elektromagnetskim poljem, a jedino bezma-
seno polje koje poznajemo je elektromagnetsko, teorem je i tu regularan.
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4 Rjesˇenja koja lome nasljedivanje simetrije
4.1 Skalarna rjesˇenja
Primjer bezmasenog skalarnog polja koje je linearna funkcija vremena u staticˇnom
prostorvremenu prvi je pronasˇao Wyman [27] u pokusˇaju da pronade sva staticˇna
sfernosimetricˇna rjesˇenja jednadzˇbe polja:
Rij − 1
2
Rgij = 8piTij (4.1)
s tenzorom momenta i energije:
Tij = ∇iψ∇jψ − 1
2
gij∇mψ∇mψ (4.2)
i staticˇnim, sfernosimetricˇnim linijskim elementom (£tgab = 0,£ψgab = 0):
ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2θdϕ2) (4.3)
ν(r) i λ(r) su funkcije koje trazˇimo. Ako se pretpostavi sferna simetrija polja ψ kao






Grananjem ova dva slucˇaja, vidimo da nam ∂rψ 6= 0 nije od interesa jer £rgab 6= 0 te
simetrija u odnosu na translaciju po r nije ni postojala. Stoga promotrimo jednadzˇbu
∂tψ 6= 0, iz koje odmah slijedi ψ = γt – bezmaseno skalarno polje neogranicˇeno line-
arno raste u vremenu iako je prostorvrijeme staticˇno! Za nepoznate funkcije unutar
metrike dobijemo dva rjesˇenja, ili vrijedi eν(r) = 8piγ2r2 i eλ = 2, ili je eν i eλ moguc´e
zapisati samo u obliku Taylorovog reda.
Nedavno je otkrivena [5]i klasa rjesˇenja minimalno vezanog kompleksnog masenog
polja u Einsteinovoj gravitaciji, koja opisuje rotirajuc´e crne rupe sa regularnim hori-
zontom i skalarnom kosom. Jednadzˇbe polja koriˇstene u dokazu glase:
Rab − 1
2
Rgab = 8piTab (4.5)
∇a∇aψ = µ2ψ (4.6)
34
a tenzor momenta i energije:
Tab = 2ψ
∗
,(aψ,b) − gab[ψ∗cψ,c + µ2ψ∗ψ] (4.7)
Analizom perturbacija lineariziranog skalarnog polja oko Kerrove metrike vidimo da
c´e se za kriticˇnu frekvencijju polja pojaviti diskretni set vezanih stanja polja. Kako
bismo proucˇili moguc´nost postojanja masenih polja u okolini crne rupe, pogledajmo







+ e2F2r2sin2θ(dϕ−Wdt)2− e2F0Ndt2, N = 1− rH
r
(4.8)
koja ima dva Killingova vektora ξ = ∂t i η = ∂ϕ, a Fi i W su funkcije samo od r i θ. Za
ansatz uzimamo:
ψ(r, ϕ, θ, t) = φ(r, θ)ei(mϕ−wt) (4.9)
ne pretpostavljajuc´i da nasljeduje simetrije prostorvremena ξ i η. φ uzimamo kao
realnu funkciju, w > 0 je frekvencija, a m = ±1,±2, ... kutni broj. Nakon odredivanja
rubnih uvjeta, jednadzˇbe (4.5) i (4.6) s ansatzom (4.8) i (4.9) rijesˇene su numericˇki
te su dobivene funkcije Fi, W i φ - u okolini crne rupe postoji kompleksna skalarna
kosa.
4.2 Elektromagnetska rjesˇenja
Jedan od poznatih primjera elektromagnetskih tenzora koji ne nasljeduju simetriju
svog prostorvremena otkrili su Tariq i Tupper [29] trazˇec´i elektrovakuumska prostor
vremena u kojima je Weylov tenzor algebarski opc´enit (ima cˇetiri jednostavna glavna
smjera svjetlosnog tipa) i u kojima su glavni smjerovi svjetlosnog tipa ili elektromag-




e2r, z ↔ y, ϕ↔ 2z, t↔ u+ r (4.10)




(dr2 + dz2) + r2dϕ2 − (dt− 2zdϕ)2 (4.11)
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cosαdr∧(dt−2zdϕ)+sinαdz∧dϕ], α = −2lnr+α0 (4.12)

























koji generiraju cˇetveroparametarsku jednostavno tranzitivnu grupu izometrija. Funk-




= αj, αl = (RabR
ab)−1lijkRis;jRsk (4.17)
Za elektromagnetski tenzor koji nije svjetlosnog tipa znamo da vrijedi ( [30], teorem
2.1):
£ξFij = f ∗ Fij, f = ξjαj (4.18)
Sad mozˇemo lako izracˇunati konstante f za nasˇ primjer:
ξiαi = η
iαi = ζ1
iαi = 0, ζ2
iαi = −2 (4.19)
te vidjeti da su naslijedene sve simetrije osim posljednje:
£ξFij = £ηFij = £ζ1Fij = 0 (4.20)
£ζ2Fij = −2 ∗ Fij (4.21)
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5 Zakljucˇak
U ovom radu osvrnuli smo se na pitanje nasljedivanja simetrije prostorvremena koja
je generirana Killingovim poljem ξa:
£ξgab = 0. (5.1)
na neko bazˇdarno polje ili polje materije Π
£ξΠ = 0 (5.2)
unutar tog prostorvremena.
Sam pojam simetrija prvo smo uveli opc´enito preko Liejevih grupa te smo za-
tim suzili podrucˇje od interesa na gore navedene Killingove izometrije koje proma-
tramo unutar nekog prostorvremena. U raspisivanju smo pocˇeli od skalarnih po-
lja, pokazali pod kojim uvjetima je simetrija nasljedena te klasificirali rjesˇenja koja
izmicˇu nasljedivanju. Stavili smo dokaze u kontekst simetrija prostorvremena koje
se najcˇesˇc´e pojavljuju u teorijama te uzeli u obzir situaciju kad je prisutna crna rupa.
Zatim smo napravili istu analizu za elektromagnetsko polje preko spinornog forma-
lizma. Spomenuli smo takoder jedan od novijih rezultata, generalizaciju dokaza s
linearnih na nelinearna elektromagnetska polja.
Kao motivaciju istrazˇivanja nasljedivanja simetrija naveli smo elektromagnetske
skalarne potencijale te kosu crnih rupa, u kojima je, uz razne teoreme jedinstvenosti
crnih rupa te druge primjere, nasljedivanje simetrija na polje od interesa unaprijed
pretpostavljeno. Na kraju smo radi ilustracije naveli protuprimjere u kojima sime-




Dodatak A Liejeva grupa
Definicija A.1. Liejeva grupa je C∞ mnogostrukost G koja je takoder grupa, tako da su
grupne operacije mnozˇenja:
µ : G×G→ G, µ(a, b) = ab (A.1)
i inverza:
i : G→ G, i(a) = a−1 (A.2)
diferencijabilne. Za a ∈ G lijevo mnozˇenje definiramo sa la : G → G, la(x) = µ(a, x) =
ax, a desno ra : G→ G, ra(x) = µ(a, x) = xa. Lijevo i desno mnozˇenje josˇ zovemo lijeva
i desna translacija. [31]
Buduc´i da je djelovanje lijeve translacije elementa grupe g difeomorfizam grupe
samu na sebe koji preslikava element identiteta u g, mozˇemo rec´i da je Liejeva grupa
homogen prostor, dakle lokalno izgleda jednako oko svake tocˇke. Proucˇavanje lo-
kalne strukture Liejeve grupe svodi se na proucˇavanje okoline elementa identiteta,
zbog cˇega kljucˇnu ulogu igra tangentni prostor TeG na identitetu Lijeve grupe. For-
malno zapisano [32]:
Definicija A.2. Tangentan vektor u tocˇki p je preslikavanje v : C∞p → R, koje za sve
f, g ∈ C∞p i κ, λ ∈ R zadovoljava
1. linearnost:
v(κf + λg) = κv(f) + λv(g) (A.3)
2.Leibnizovo pravilo
v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) (A.4)
Skup svih tangentnih vektora u tocˇki p ∈M oznacˇavamo s TpM .
Teorem 3. Skup TpM s operacijama zbrajanja vektora u, v ∈ TpM i mnozˇenja skalarom
λ ∈ R definiranima kao:
(u+ v)(f) = u(f) + v(f), (λu)(f) = λu(f) (A.5)
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za svaku f ∈ C∞p je vektorski prostor koji nazivamo tangentni prostor.
Buduc´i da Liejeva grupa ima svojstvo da je za svaki g ∈ G lijeva translacija lg :
G→ G na g difeomorfizam s inverzom lg−1, postoji izomorfizam tangentnih prostora
izmedu elementa g i elementa identiteta e:
lg∗ = (lg)∗,e : TeG→ TgG (A.6)
Dakle, ako mozˇemo opisati tangentni prostor TeG, imamo zapravo opis bilo kojeg
tangentnog prostora TgG. Ako na tangentni prostor TeG dodamo kanonsku operaciju
[ , ], oni skupa cˇine Liejevu algebru Liejeve grupe G.
Definicija A.3. Neka je K polje. Liejeva algebra nad K je vektorski prostor V nad K
skupa s produktom [ , ] : V × V → V , koji je za vektorska polja X i Y iz V i funkciju f
u tocˇki p ∈ V definiran kao:
[X, Y ]pf = (XpY − YpX)f (A.7)
i zadovoljava sljedec´a svojstva:
1) bilinearnost:
[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] (A.8)
[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ] (A.9)
2) antikomutativnost:
[Y,X] = −[X, Y ] (A.10)
3) Jacobijev identitet:
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (A.11)
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Dodatak B Spinori
U cˇetverodimenzionalnim modelima prostorvremena, osim cˇetverovektora, postoji
i alternativni alat za proucˇavanje klasicˇnih teorija polja - dvokomponentni spinori.
Osnovni objekt kod ovog pristupa je spin-prostor, dvodimenzionalni kompleksni vek-
torski prostor S sa simplekticˇkom formom , tj. antisimetricˇnom kompleksnom biline-
arnom formom. Tri su osnovna svojstva spinora u 4-mnogostrukostima Lorentzovog
tipa [14]:
1) Izomorfizam izmedu spinskog prostora (S, AB) i njegovog duala (S∗, AB) preko
simplekticˇke forme  koja povezuje spinore s gornjim i donjim indeksima kao:
ABφB = φ
A (B.1)
φBBA = φA (B.2)






pa lako mozˇemo nac´i vezu φ0 = φ1 i φ0 = φ1. Za crtane spinske prostore (S ′, ′)
vrijede analogne relacije.
2) Izmedu necrtanih (S, AB) i crtanih kompleksno konjugiranih (S ′, A′B′) spinskih
prostora postoji anti-izomorfizam, oznacˇavamo ga povlakom te vrijedi:
ψA ≡ ψA′ (B.4)
ψA′ ≡ ψA (B.5)
Elementi spinskog prostora kompleksnom konjugacijom preslikavaju se u komple-
mentarni spinski prostor. Zapisano po komponentama imamo:










gdje crta iznad funkcija predstavlja njihovu kompleksnu konjugaciju. Kompleksnom
konjugacijom simplekticˇke forme ona ostaje ocˇuvana A′B′ = A′B′.
3) Izomorfizam izmedu tangentnog prostora T u nekoj tocˇki prostorvremena i ten-
zorskog produkta necrtanog spinskog prostora (S, AB) i crtanog spinskog prostora
(S ′, A′B′) glasi:
T ≡ (S, AB)⊗ (S ′, A′B′) (B.8)
te ga izrazˇavamo preko Infeld-van der Waerden simbola σaAA′ i σaAA
′. Spinor vAA′



























Formu ωa piˇsemo preko spinora kao:
ωAA′ ≡ ωaσaAA′ (B.15)
a metriku:
ABA′B′ ≡ ηabσaAA′σbBB′ (B.16)
Zapiˇsimo konacˇno spinor u prostorvremenu Minkowskog u koordinatnom sustavu






 x0 + x3 x1 − ix2
x1 + ix2 x0 − x3
 (B.17)
41














C′ = φ(AB) (B.20)
Ovdje je upotrijebljen identitet:




kako bi izrazili 1
2
(FAA′BB′−FAB′BA′) i 12(FAB′BA′−FBB′AA′). Oble zagrade predtavljaju










cdFcd = 0 (B.22)
U Lorentzovom slucˇaju vrijedi josˇ:
φAB ≡ φA′B′ = φA′B′ (B.23)
Svaki neiˇscˇezavajuc´i vektor svjetlosnog tipa ka mozˇemo zapisati kao [33]:
ka = ±κAκA′ (B.24)
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